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8.1 Bentuk
Tak-Tentu 𝟎𝟎

𝟎𝟎



BentukTak Tentu I

Pandang ketiga bentuk limit berikut (apa kesamaannya?)

(1) lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥 2 lim

𝑥𝑥→3
𝑥𝑥2−9
𝑥𝑥−3

Bentuk pecahan 0
0
!

Penyelesaian tidak bisa langsung memanfaatkan
aljabar limit (ada pembagian dengan 0).  

(1) lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥

2 lim
𝑥𝑥→3

𝑥𝑥2−9
𝑥𝑥−3

= 1 (Bukti geometris panjang)

= lim
𝑥𝑥→3

(𝑥𝑥+3)(𝑥𝑥−3)
𝑥𝑥−3 = 6

Adakah cara penyelesaian
seragam untuk bentuk 0

0
?

Walau bentuk sama tapi
hasil tak menentu

3 lim
𝑥𝑥→−2+

𝑥𝑥+2
𝑥𝑥2+4𝑥𝑥+4 = lim

𝑥𝑥→−2+
1

𝑥𝑥+2
= ∞

3 lim
𝑥𝑥→−2+

𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 + 4



BentukTak Tentu I :  𝟎𝟎
𝟎𝟎

Pandang fungsi 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 dan 𝑔𝑔 = 𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑦𝑦

𝑥𝑥

𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)

Bentuk ini berlaku umum untuk fungsi yang 
memenuhi syarat tertentu.

= lim
𝑥𝑥→0

𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑞𝑞𝑞𝑞

= lim
𝑥𝑥→0

𝑝𝑝
𝑞𝑞 = lim

𝑥𝑥→0

𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥)

Aturan L’Hospital : Bentuk 0/ 0

Misalkan 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂

𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎. Jika 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂

𝒇𝒇′ 𝒙𝒙
𝒈𝒈′ 𝒙𝒙

= 𝑳𝑳 ∈ ℝ atau +∞/−∞ maka

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓′(𝑥𝑥)
𝑔𝑔′(𝑥𝑥)



Contoh

1.     Hitung 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙
𝒙𝒙

dan 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝟏𝟏−𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙

. Apa artinya?

lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥 ′

𝑥𝑥 ′a) Karena lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥 = 0 dan = lim
𝑥𝑥→0

cos 𝑥𝑥
1

= 1

lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1

Untuk seterusnya, dalam menjawab cukup dituliskan

lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑳𝑳
= lim

𝑥𝑥→0

cos𝑥𝑥
1 = 1

lim
𝑥𝑥→0

1 − cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥

b)  Karena limit merupakan bentuk 0
0
, dan syarat L’Hospital dipenuhi, maka

𝑳𝑳
= lim

𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
1 = 0



2.    Hitung 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟑𝟑

𝒙𝒙𝟐𝟐−𝟗𝟗
𝒙𝒙𝟐𝟐−𝒙𝒙−𝟔𝟔

dan  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟐𝟐+

𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐−𝟒𝟒𝟒𝟒+𝟒𝟒

Karena kedua limit memiliki bentuk 0/0 , dan syarat L’ Hospital dipenuhi (uji!!!), 
berdasarkan aturan L’Hospital diperoleh

Contoh

𝐿𝐿
= lim

𝑥𝑥→3

2𝑥𝑥
2𝑥𝑥 − 1 =

6
5

𝐿𝐿
= lim

𝑥𝑥→2+
2𝑥𝑥 + 3
2𝑥𝑥 − 4 = ∞

lim
𝑥𝑥→3

𝑥𝑥2 − 9
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 6

lim
𝑥𝑥→2+

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 10
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 4



3.    Hitung 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙−𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟑𝟑

Karena limit memiliki bentuk 0/0, dan syarat aturan L’Hospital dapat digunakan, 
maka

Contoh(Penggunaan L’Hopital Berulang)

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙 − 𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟑𝟑

𝑳𝑳
= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐

𝑳𝑳
= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟎𝟎

−𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙
𝟔𝟔𝟔𝟔

𝑳𝑳
= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟎𝟎

−𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝟔𝟔

= −
𝟏𝟏
𝟔𝟔

(Bentuk 0
0
, gunakan kembali L’Hospital)

(Bentuk 0
0
, gunakan kembali L’Hospital)

(Bukan bentuk 0
0
, hitung biasa)



4.    Hitung 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝟏𝟏−𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑

Pengerjaan berikut salah (Mengapa?)

Contoh(Penggunaan L’Hopital Berulang)

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝟏𝟏 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝟑𝟑

𝑳𝑳
= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙
𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑

𝑳𝑳
= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝟐𝟐

=
𝟏𝟏
𝟐𝟐

Bagaimana seharusnya?



Latihan

1. Hitunglah

a) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥(𝟏𝟏+𝐱𝐱)

b) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙−𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟑𝟑

c) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝟏𝟏−𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑

2. Dengan menganggap bahwa aturan L’Hospital
berlaku untuk 𝑎𝑎′′=′′∞, Tentukan

a) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→∞

𝒆𝒆−𝒙𝒙

𝒙𝒙−𝟏𝟏

b) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→∞

𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝒙𝒙

c) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝒙𝒙

d) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝒙𝒙−𝟐𝟐

3. Hitunglah 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝒙𝒙𝟐𝟐𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝟏𝟏
𝐱𝐱

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 𝒙𝒙
. Dapatkah kita gunakan

aturan L’Hospital?



PengantarBukti Teorema L’Hospital

 Ingat kembali Teorema Nilai Rata-rata untuk turunan

 Jika 𝑓𝑓 kontinu pada [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] dan terturunkan pada (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) maka ada 𝑐𝑐1 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) sehingga

𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎 = 𝑓𝑓′ 𝑐𝑐1 (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

 Jika 𝑔𝑔 kontinu pada [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] dan terturunkan pada (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) maka ada c2 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) sehingga

𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎 = 𝑔𝑔′ 𝑐𝑐2 (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

 Jika 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 = 𝑐𝑐 maka

𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔(𝑎𝑎) =

𝑓𝑓′ 𝑐𝑐 (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐 (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) =

𝑓𝑓′ 𝑐𝑐
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐

Secara umum belum tentu 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2.

Apakah kita dapat memilih sehingga

𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 ?



TeoremaNilai Rata-rata Cauchy

Misalkan fungsi 𝑓𝑓,𝑔𝑔 terturunkan pada (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) dan kontinu pada [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Jika
𝑔𝑔′ 𝑥𝑥 ≠ 0 untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) maka terdapat 𝑐𝑐 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) sehingga

𝑓𝑓 𝑏𝑏 −𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 −𝑔𝑔(𝑎𝑎)

= 𝑓𝑓′ 𝑐𝑐 (𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐 (𝑏𝑏−𝑎𝑎)

= 𝑓𝑓′ 𝑐𝑐
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐

Pandang fungsi

𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 𝑓𝑓(𝑎𝑎) −
𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎

𝑔𝑔 𝑥𝑥 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎

 𝑠𝑠 𝑥𝑥 terturunkan pada (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) dan kontinu pada [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]
 𝑠𝑠 𝑎𝑎 = 𝑠𝑠 𝑏𝑏 = 0
 Berdasarkan TNR terdapat 𝑐𝑐 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) sehingga

𝑠𝑠′ 𝑐𝑐 =
𝑠𝑠 𝑏𝑏 − 𝑠𝑠 𝑎𝑎

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) =
0 − 0

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) = 0

Di sisi lain

𝑠𝑠′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 −
𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎

𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥)

𝑠𝑠′(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓′ 𝑐𝑐 −
𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎

𝑔𝑔𝑔(𝑐𝑐)0 =

𝑓𝑓′ 𝑐𝑐
𝑔𝑔𝑔(𝑐𝑐)

=
𝑓𝑓 𝑏𝑏 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑏𝑏 − 𝑔𝑔 𝑎𝑎



BuktiTeorema L’Hopital

Pembuktian hanya akan dilakukan untuk

Sehingga dengan syarat 𝑓𝑓 𝑎𝑎 = 𝑔𝑔 𝑎𝑎 = 0 dan Teorema Nilai Rata-rata Cauchy (𝑏𝑏 = 𝑥𝑥) 

disimpulkan terdapat 𝑐𝑐 ∈ (𝑎𝑎, 𝑥𝑥) sehingga

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂+

𝒇𝒇 𝒙𝒙
𝒈𝒈 𝒙𝒙

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂+

𝒇𝒇′ 𝒙𝒙
𝒈𝒈′ 𝒙𝒙

= 𝑳𝑳 ∈ ℝ

Perhatikan dari penulisan 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝒂𝒂+

𝒇𝒇′ 𝒙𝒙
𝒈𝒈′ 𝒙𝒙

tersirat

 𝑓𝑓𝑓 dan 𝑔𝑔𝑔 ada (untuk suatu daerah (𝑎𝑎, 𝑏𝑏] )

 𝑔𝑔′ 𝑥𝑥 ≠ 0 pada daerah (𝑎𝑎, 𝑏𝑏] tersebut

𝑓𝑓′ 𝑐𝑐
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐

=
𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 𝑓𝑓 𝑎𝑎
𝑔𝑔 𝑥𝑥 − 𝑔𝑔(𝑎𝑎)

=
𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑔𝑔 𝑥𝑥 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝒂𝒂+
𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒄𝒄→𝒂𝒂+
𝑓𝑓′ 𝑐𝑐
𝑔𝑔′ 𝑐𝑐
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