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@ Sekarang kita akan mempelajari tentang geometri permukaan yang
bisa dilihat oleh "orang” yang berada di permukaan tersebut.
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@ Sekarang kita akan mempelajari tentang geometri permukaan yang
bisa dilihat oleh "orang” yang berada di permukaan tersebut.

@ Di antaranya, garis sejajar menurut orang di permukaan.
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@ Sekarang kita akan mempelajari tentang geometri permukaan yang
bisa dilihat oleh "orang” yang berada di permukaan tersebut.

@ Di antaranya, garis sejajar menurut orang di permukaan.

© Benda bergerak dengan kecepatan konstan menurut orang yang
berada di permukaan.
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suatu medan vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M.
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suatu medan vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M.
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vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M
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vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M
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vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M
@ Tetapi disini disyaratkan juga bahwa
Xox:U—R3

merupakan fungsi yang dapat diturunkan.
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vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M

@ Tetapi disini disyaratkan juga bahwa

Xox:U—R3
merupakan fungsi yang dapat diturunkan.
o
U x . M
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© Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3 suatu medan
vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M
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O Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3 suatu medan
vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M

@ Tetapi disini disyaratkan juga bahwa
Xox:U—R3

merupakan fungsi yang dapat diturunkan.
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O Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3 suatu medan
vektor artinya X (p) € Tp (M) untuk setiap p € M

@ Tetapi disini disyaratkan juga bahwa
Xox:U—R3

merupakan fungsi yang dapat diturunkan.

© Jadi, kita dapat menurunkan terhadap parameter permukaan u, v
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O Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3
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O Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3

@ Seperti turunan berarah terhadap fungsi, misalkan P € M dan
V € Tp (M) selanjutnya lengkungan a di M dengan «a (0) = P dan
o' (0) = V.
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O Misalkan M C R3 permukaan di R3 dan X : M — R3

@ Seperti turunan berarah terhadap fungsi, misalkan P € M dan
V € Tp (M) selanjutnya lengkungan a di M dengan a (0) = P dan
a (0) = V.

© Turunan berarah dari medan vektor X adalah

DyX|p = (X oa) (0)

Permukaan

8/

36



Turunan Kovarian di Permukaan

Definition

o Misalkan diketahui medan vektor X dan V € TpM, turunan
kovarian di titik P adalah

VyX = (DyX)! = proyeksi Dy X pada TpM
= D\/X— (D\/X : I’I)I’I

Definition




Definition

o Misalkan diketahui medan vektor X dan V € TpM, turunan
kovarian di titik P adalah

VX = (DyX)l = proyeksi Dy X pada TpM
= D\/X— (DVX-n)n

Definition

o Suatu medan vektor X disebut konstant kovarian atau parallel
sepanjang lengkungan « jika

VX =0

untuk setiap t.

A




Turunan Kovarian di Permukaan: Con-

o Misalkan M permukaan bola satuan dan « lingkaran besar di bola.
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Turunan Kovarian di Permukaan: Con-

o Misalkan M permukaan bola satuan dan « lingkaran besar di bola.

@ Misalkan X medan vektor satuan. Bagaimana turunan kovarian X.
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Turunan Kovarian di Permukaan: Con-

o Misalkan M permukaan bola satuan dan « lingkaran besar di bola.
@ Misalkan X medan vektor satuan. Bagaimana turunan kovarian X.

o Turunannya tentu mengarah ke titik pusat lingkaran besar yang juga
pusat bola.
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Turunan Kovarian di Permukaan: Con-

o Misalkan M permukaan bola satuan dan « lingkaran besar di bola.

Misalkan X medan vektor satuan. Bagaimana turunan kovarian X.

Turunannya tentu mengarah ke titik pusat lingkaran besar yang juga
pusat bola.

@ Jadi, turunan kovarian sama dengan nol.
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Turunan Kovarian di Permukaan: Con-
toh

o Misalkan M permukaan bola satuan dan « lingkaran besar di bola.

Misalkan X medan vektor satuan. Bagaimana turunan kovarian X.

Turunannya tentu mengarah ke titik pusat lingkaran besar yang juga
pusat bola.

o Jadi, turunan kovarian sama dengan nol.

@ Artinya, medan vektor satuan ini parallel sepanjang lengkungan a.
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Turunan Kovarian di Permukaan: Con-
toh

Misalkan M permukaan bola satuan dan a lingkaran besar di bola.
Misalkan X medan vektor satuan. Bagaimana turunan kovarian X.

Turunannya tentu mengarah ke titik pusat lingkaran besar yang juga
pusat bola.

Jadi, turunan kovarian sama dengan nol.
Artinya, medan vektor satuan ini parallel sepanjang lengkungan «.

Contoh eksplisit, X (p) = (0,0, 1) merupakan medan vektor parallel
sepanjang lingkaran besar z = 0

Permukaan

10/



@ Misalkan x: U — M suatu permukaan, dalam hal ini kita
mempunyai
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@ Misalkan x : U — M suatu permukaan, dalam hal ini kita
mempunyai

Q

Vi Xu = (Xu U)H = Tyyxu + T uxy
Vi, Xy = (xuv)H =T xu + T} xy = Vx %y

Vg, Xy = (xW)H =Tu x,+TY,xy
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Theorem

Misalkan | interval di R dengan O € .
o Misalkan o : | — M dengan « (0) = P dan Xo € TpM

Proof.




\%
&

:wJ Keujudan Medan Vektor Parallel

Theorem

Misalkan | interval di R dengan O € .
o Misalkan o : | — M dengan « (0) = P dan Xo € TpM

@ maka ada medan vektor parallel X sepanjang o« dengan
X (P)=Xo

Proof.

12/ 36
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mJ Keujudan Medan Vektor Parallel

Theorem

Misalkan | interval di R dengan O € .
o Misalkan o : | — M dengan « (0) = P dan Xo € TpM

@ maka ada medan vektor parallel X sepanjang « dengan
X (P)=Xo

Proof.

o Misalkan « lengkungan di permukaan x : U — M dengan
a(t) =x(u(t),v(t)) dan tuliskan

X (a(t))=a(t)xy(u(t),v(t))+b(t)xy (u(t),v(t))

dengan a(t) dan b (t) akan dicari.

A
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Fey
-— 4 Keujudan Medan Vektor Parallel

Proof.

o Misalkan a lengkungan di permukaan x : U — M dengan
a(t) =x(u(t),v(t)) dan tuliskan

X (a(t))=a(t)xy(u(t),v(t))+b(t)xy (u(t),v(t))

dengan a(t) dan b (t) akan dicari.

- -
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WJ Keujudan Medan Vektor Parallel

Proof.

o Misalkan & lengkungan di permukaan x : U — M dengan
a(t) =x(u(t),v(t)) dan tuliskan

X (a(t) =a(t)xy(u(t),v(t)+b(t)xy (u(t), v(t))
dengan a(t) dan b (t) akan dicari.

o o (t) = u' () xy (u(t), v (1)) + v (£)xv (u(t), v (1))

- -



A Keujudan Medan Vektor Parallel

Proof.

o Misalkan & lengkungan di permukaan x : U — M dengan
a(t) =x(u(t),v(t)) dan tuliskan

X(a(t)) =a(t)xy(u(t),v(t))+b(t)xy (u(t),v(t))
dengan a(t) dan b(t) akan dicari.
o o (t) = u' () xy (u(t), v (1) + v (£)xv (u(t), v (1))

o SelanjutnyaV ()X = ((Xm)c)’(t))H

I
— (£ GO @) V(D) + b= (0(0). v (1))

. | m!



E w»t)

:wJ Keujudan Medan Vektor Parallel

Proof.
o SelanjutnyaV ()X = ((Xouc)'(t))H

; ||
— (5 GO @ V() + b= (w0 v (1))




WJ Keujudan Medan Vektor Parallel

Proof.
o SelanjutnyaV ()X = ((Xooc)'(t))H

y I
= (& @ ).y () +bO (0¥ (1))

=a (t)xy+ b (t)xy,

+a<t>(;’txu<u<r>,v<r>>)'+b<t>( (). (0)




B AR
B W.»L)

J Keujudan Medan Vektor Parallel




=a (t)xy+ b (t)xy

#20) (B 001, v () +50) (B (0. (0)

=a (t)xy+ b (t)xy
+a(t) (o (8) xuu+ Vv () xu) | + b () (' () xvu+ V' (£) xer)]




=)
S \%

L= ] Keujudan Medan Vektor Parallel

+a(t) (o () xuu+ v () %)+ b(E) (0 () xvu+V (£) xw0)]

O
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A Keujudan Medan Vektor Parallel

=a' (t)xy + b (t)xy
+a(t) (o () xuu+ V' () %)+ b(E) (0 () xvu+V (£) xw0)]

=a (t)xy+ b (t)xy
(0" (8) (Tguxu + T uxv) + v/ (8) (Thyxu + Tiuxy))
( ( ) (ngxll + 1—‘ZVXV) (t) (Fvvxu + r5 va))

+a(t

)
+ b (t)

O
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=a (t)xy+ b (t)xy

+al(t
+b(t

(o' (£) (Tiuxw + T uxv) + v (t) (Thyxu + Thxv))

)
) (o' (£) (Tiyxu + Tiyxy) + v/ (t) (Thyxu + TV xv))

- -




=a (t)xy+ b (t)xy
+a(t) (v (¢) (Thuxu + T uxv) + v/ (8) (Thyxu + Tiyxy))
+ b (t) ( ( ) (ruvxll + 1—‘quV) (t) (rvvxu + 1—‘v va))

o Akan disusun menjadi () x, + () x, = 0. Jadi

a'(t) +a(t) Ty’ (6) +Tov (1)) + b(2) (Ty,u’ (8) + Ty (1))
b (t) +a(t) (Tguu' (t) + T v (1) + b (1) Ty’ (1) + TV (1))

0
0

dengan syarat awal X (P) = Xp.




Q Jika Q = a (1) ujung akhir, maka vektor X (Q) disebut vektor yang
sejajar Xp di @ sepanjang lengkungan «.
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O Jika Q@ = a (1) ujung akhir, maka vektor X (Q) disebut vektor yang
sejajar Xp di & sepanjang lengkungan «.

@ Perhatikan bahwa persamaan diferensial tersebut hanya bergantung
bentuk pertama saja!
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

@ Misalkan diketahui bola x (u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cos u)
dengan 0 < u< T, 0< v <21
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

O Misalkan diketahui bola x (u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cos u)
dengan 0 < u <, 0< v <21

@ Misalkan u = ug (ug # 0, 7) di permukaan bola satuan yaitu
ketinggian konstan
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

@ Misalkan diketahui bola x (u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cos u)
dengan 0 < u <, 0< v <21

@ Misalkan u = ug (ug # 0, 71) di permukaan bola satuan yaitu
ketinggian konstan

O Misalkan di v = 0 dan Xy = x,, akan dicari vektor parallel
sepanjang satu putaran.
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

@ Misalkan diketahui bola x (u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cos u)
dengan 0 < u < m,0<v <21

@ Misalkan u = ug (ug # 0, 71) di permukaan bola satuan yaitu
ketinggian konstan

O Misalkan di v = 0 dan Xy = x,, akan dicari vektor parallel
sepanjang satu putaran.

O Lengkungan a (t) = (up, t) atau u(t) = up dan v (t) = t dengan
0<t<2m.
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

@ Misalkan diketahui bola x (u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cos u)
dengan 0 < u < m,0<v <21

@ Misalkan u = ug (ug # 0, 71) di permukaan bola satuan yaitu
ketinggian konstan

O Misalkan di v = 0 dan Xy = x,, akan dicari vektor parallel
sepanjang satu putaran.

O Lengkungan a (t) = (up, t) atau u (t) = ug dan v (t) = t dengan
0<t<2m.

o
a' (t) = sin ug cos ugh (t)
b’ (t) = —a(t)cotug
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dengan a(0) =0dan b(0) = 1.
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

) = sin ug cos ugb (t)
) =

dengan a(0) = 0 dan b(O) =
@ Dengan demikian

( ) cot ug

b" (t) = —a' (t) cotug = —b (t) cos? ug
dengan b (0) =
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Keujudan Medan Vektor Parallel: Con-

a'(t) =
b (t) =
dengan a(0) =0dan b(0) =
@ Dengan demikian

sin ug cos ugb (t)
( ) cot ug

b" (t) = —a' (t) cot ug = —b (t) cos? ug

dengan b (0) =
© Jadi b(t) = ¢y cos (tcosug) + cosin (tcos ug) dengan syarat awal

a(t) =sinugsin (tcos up)
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mJ Sifat Vektor Parallel

Theorem

o Translasi parallel mengawetkan panjang dan sudut

Proof.
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Theorem

o Translasi parallel mengawetkan panjang dan sudut

o Misalkan X dan Y dua vektor parallel sepanjang lengkungan «
dari P dan @, maka

Proof.
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m | Sifat Vektor Parallel

Theorem
o Translasi parallel mengawetkan panjang dan sudut

o Misalkan X dan Y dua vektor parallel sepanjang lengkungan «
dari P dan Q, maka

o [X(P)I =X (Q) dan

Proof.
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m | Sifat Vektor Parallel

Theorem

Translasi parallel mengawetkan panjang dan sudut

Misalkan X dan Y dua vektor parallel sepanjang lengkungan «
dari P dan Q, maka

X (P)]| = [[X (@] dan

sudut antara X (P) dan Y (P) akan sama dengan sudut antara

X (Q) dan Y (Q)

Proof.
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m | Sifat Vektor Parallel

Theorem

Translasi parallel mengawetkan panjang dan sudut

Misalkan X dan Y dua vektor parallel sepanjang lengkungan «
dari P dan Q, maka

X (P)]| = [[X (@] dan

o sudut antara X (P) dan Y (P) akan sama dengan sudut antara

X (Q) dan Y (Q)

Proof.
o Definisikan £ (t) = X (a(t)) - Y (a(t))
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mJ Sifat Vektor Parallel

Proof.
o Definisikan £ (t) = X (a (t)) - Y (a(t))

A




)

mJ Sifat Vektor Parallel

Proof.
o Definisikan £ (t) = X (a (t)) - Y (a(t))
o Kita turunkan terhadap t

f (1) = (Xoa) (1) - (You) (t) + (Xoa) (t) - (You) (1)




Proof.
o Definisikan £ (t) = X (a (t)) - Y (a(t))
o Kita turunkan terhadap t

f (1) = (Xoa) (1) - (Youa) (t) + (Xoa) (1) - (You) (1)

! (t) = Doc/(t)X Y+ X- D“/(t)y
= Vtx/(t)X Y+ X- Va/(t) Y




Proof.
o Definisikan £ (t) = X (a (t)) - Y (a(t))
o Kita turunkan terhadap t

f (1) = (Xoa) (1) - (Youa) (t) + (Xoa) (1) - (You) (1)

! (t) = sz/(t)X Y+ X- Da/(t)y
= V,,‘/(t)X Y+ X- voc/(t) Y

o Karena Da/(t)X' Y = (D,x/(t)X)H Y # va/(t)X' Y
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\ J Sifat Vektor Parallel

Proof.
Definisikan f (t) = X (a (t)) - Y (« (¢))
o Kita turunkan terhadap t

f (1) = (Xoa) (1) - (Youa) (t) + (Xoa) (1) - (You) (1)

! (t) = sz/(t)X Y+ X- Da/(t)y
= V,,‘/(t)X Y+ X- voc/(t) Y

Karena DX - ¥ = (DuX)' - ¥ # Vo X - ¥

o Karena X, Y medan vektor parallel, maka Va/(t)X = 0 dan
N/ ... . V=0 A




Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

Definition

o Lengkungan a disebut geodesik jika

Permukaan

23 /36



Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa
cepatan

Definition
o Lengkungan « disebut geodesik jika

va/(t)l)(, (t) =0
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa
cepatan

Definition
o Lengkungan « disebut geodesik jika

Va/(t)ﬂél (t) =0

o Jadi kecepatan lengkungan harus parallel sepanjang lengkungan.
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa
cepatan

Definition
o Lengkungan « disebut geodesik jika

Va/(t)ﬂé, (t) =0

o Jadi kecepatan lengkungan harus parallel sepanjang lengkungan.

o Karena vektor yang parallel, panjang vektor tetap, artinya laju dari
gerak selalu tetap. Tanpa harus diparameter oleh panjang
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M.
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M.

o Kita sudah melihat frame Frenet, tetapi juga ada frame Darboux
untuk a, yaitu {T =a/(s),nx T,n}

The Frenet and Darboux frames




Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M. Kita sudah melihat frame
Frenet, tetapi juga ada frame Darboux untuk «, yaitu
{T=4da(s),nx T,n}
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M. Kita sudah melihat frame
Frenet, tetapi juga ada frame Darboux untuk «, yaitu
{T=4da(s),nx T,n}

@ Perhatikan bahwa {T,n x T} merupakan basis di Tp (M).
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M. Kita sudah melihat frame
Frenet, tetapi juga ada frame Darboux untuk «, yaitu
{T=4da(s),nx T,n}

o Perhatikan bahwa {T,n x T} merupakan basis di Tp (M).

@ Selanjutnya, dengan memanfaatkan frame Darboux, kita
memperoleh
kN=(xkN-(nxT))(nx T)+ (xN-n)n

— N——
Kg Kn
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M. Kita sudah melihat frame
Frenet, tetapi juga ada frame Darboux untuk «, yaitu
{T=4da(s),nx T,n}

o Perhatikan bahwa {T,n x T} merupakan basis di Tp (M).

o Selanjutnya, dengan memanfaatkan frame Darboux, kita

memperoleh
kN=&N-(nx T))(nx T)+ (kN-n)n
~—_——— ——
Kg Kn

o Perhatikan bahwa x, = (kN - n) kelengkungan bagian normal
permukaan
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Misalkan « lengkungan yang sudah diparameter dengan panjang
lengkungan pada suatu permukaan M. Kita sudah melihat frame
Frenet, tetapi juga ada frame Darboux untuk «, yaitu
{T=4da(s),nx T,n}

o Perhatikan bahwa {T,n x T} merupakan basis di Tp (M).

o Selanjutnya, dengan memanfaatkan frame Darboux, kita

memperoleh
kN=&N-(nx T))(nx T)+ (kN-n)n
~—_——— ——
Kg Kn

o Perhatikan bahwa x, = (kN - n) kelengkungan bagian normal
permukaan
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa
cepatan

o Selanjutnya, dengan memanfaatkan frame Darboux, kita
memperoleh

kN =xN-(nxT))(nxT)+ (xN-n)n
ﬁf_/ T

Perhatikan bahwa x, = (kN - n) kelengkungan bagian normal
permukaan dan kg = kN - (n x T) kelengkungan di permukaan dan
disebut kelengkungan geodesik.

Permukaan
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Geodesik: Lintasan Gerak Tanpa Per-
cepatan

o Selanjutnya, dengan memanfaatkan frame Darboux, kita
memperoleh

kN =xN-(nxT))(nxT)+ (xN-n)n
—_—— ——
Kg Kn
Perhatikan bahwa x, = (kN - n) kelengkungan bagian normal
permukaan dan kg = kN - (n x T) kelengkungan di permukaan dan
disebut kelengkungan geodesik.

@ Geodesik tanpa percepatan, maka suatu lengkungan adalah
geodesik jika dan hanya jika kg = 0.

Permukaan
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@ Kita akan mencari geodesik di permukaan bola.

Permukaan
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Geodesik: Contoh

@ Kita akan mencari geodesik di permukaan bola.

@ Misalkan « merupakan geodesik di permukaan bola, karena kg = 0,
maka a’ (s) merupakan kelipatan dari « (s) (karena bola) untuk
setiap s.
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Geodesik: Contoh

O Kita akan mencari geodesik di permukaan bola.

@ Misalkan & merupakan geodesik di permukaan bola, karena kg = 0,
maka a’ (s) merupakan kelipatan dari « (s) (karena bola) untuk
setiap s.

© Dengan demikian &’ x & = 0 (Ini adalah turunan &’ x &, maka
«’ x & = A konstan)
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Geodesik: Contoh

O Kita akan mencari geodesik di permukaan bola.

@ Misalkan & merupakan geodesik di permukaan bola, karena kg = 0,
maka a’ (s) merupakan kelipatan dari « (s) (karena bola) untuk
setiap s.

© Dengan demikian a’ x a = 0 (Ini adalah turunan &’ x «, maka
a' x & = A konstan)

Q Jadi « harus terletak di bidang dengan vektor normal A
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\ Geodesik: Contoh

O Kita akan mencari geodesik di permukaan bola.

@ Misalkan & merupakan geodesik di permukaan bola, karena kg = 0,
maka a’ (s) merupakan kelipatan dari « (s) (karena bola) untuk
setiap s.

© Dengan demikian a’ x a = 0 (Ini adalah turunan &’ x «, maka
a' x & = A konstan)

© Jadi a harus terletak di bidang dengan vektor normal A

© Kalau bidang tidak melewati titik pusat bola akan mempunyai
percepatan. Jadi haruslahlah melewati titik nol.

Permukaan
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o

vj Geodesik: Persamaan

@ Persamaan vektor parallel X = ax, + bx, adalah

a' (t) +a(t) Ty, (£) + T, v (1)) + b (1) (Ty,u’ (1) + Ty v/ (1))
b'(t) +a(t) (Tyuu’ (1) + Ty (1)) + b () (Ty,u (£) +TY,V (1))

0
0

Permukaan
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@ Persamaan vektor parallel X = ax, + bx, adalah

3 (t) +a(t) (Tyuu' (6) + Ty v' () + b (¢) (Ty,u" (1) + TV (1))

0
b (1) +a(t) (Tiuu' (1) + T/ (1) + b (t) Ty’ (£) + TV (1) =0

@ Untuk geodesik a (t) = x (u(t), v (t)), maka &’ (t) = u'x, + v'xy
atau a(t) = ¢/ (t) dan b (t) = v/ (¢t).
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o

vj Geodesik: Persamaan

@ Persamaan vektor parallel X = ax, + bx, adalah

a' (t) +a(t) (Tyuu' (6) + Ty v' (1) + b (8) (Ty,u' (1) + T, V' (1))
b (1) +a(t) (Tuu' (1) + TV (1) + b (1) (Tyu' (1) + TRV (1))

0
0

@ Untuk geodesik a (t) = x (u(t), v (t)), maka &’ (t) = u'x, + v'xy
atau a(t) = ¢/ (t) dan b (t) = v/ (¢t).

© Jadi persamaan geodesik adalah
u” (t) + T4 (8)° + 208, 0’ () v/ (£) + TV ()% =0
V' (£) + T ,u' (£)> + 20,0 () v/ () + Y v/ (£)* =0

Permukaan
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Theorem

o Geodesik pada permukaan putar memenuhi persamaan
r cos ¢ = const

dengan r jarak terhadap sumbu putar dan ¢ sudut antara
geodesik dan garis parallel (yaitu garis hasil perpotongan
permukaan dan bidang yang tegak lurus terhadap sumbu putar)

Proof.
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mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Theorem

o Geodesik pada permukaan putar memenuhi persamaan
r cos ¢ = const

dengan r jarak terhadap sumbu putar dan ¢ sudut antara
geodesik dan garis parallel (yaitu garis hasil perpotongan
permukaan dan bidang yang tegak lurus terhadap sumbu putar)

o Sebaliknya, sebarang lengkungan yang memenuhi persamaan di
atas yang bukan garis parallel merupakan geodesik.

Proof.
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Theorem

o Geodesik pada permukaan putar memenuhi persamaan
r cos ¢ = const

dengan r jarak terhadap sumbu putar dan ¢ sudut antara
geodesik dan garis parallel (yaitu garis hasil perpotongan
permukaan dan bidang yang tegak lurus terhadap sumbu putar)

o Sebaliknya, sebarang lengkungan yang memenuhi persamaan di
atas yang bukan garis parallel merupakan geodesik.

Proof.

o Untuk permukaan putar
x (u,v) = (f (u)cosv, f(u)sinv, g (v)) dengan

7 N2 T 7. N2 4 "

29 /36




a )
o

mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Untuk permukaan putar
x (u,v) = (f (u)cosv, f(u)sinv, g (u))

dengan f' (u)? + g’ (u)* = 1.




a )
o

mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Untuk permukaan putar
x (u,v) = (f (u)cosv, f (u)sinv, g (u))

dengan ' (u)? + g (u)*> = 1.

o Nilai bentuk pertama E =1, F =0dan G = f(u)2,
I, = I, — %,F‘\jv = —f (u) f' (u) dan simbol Christofell
lainnya sama dengan 0.




Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Untuk permukaan putar
x (u,v) = (f (u)cosv, f (u)sinv, g (u))

dengan ' (u)? + g (u)*> = 1.

o Nilai bentuk pertama E = 1, F = 0 dan G = f (u)?,
!
Ty, =Yy = {4, T4, = —F (u) ' (u) dan simbol Christofel
lainnya sama dengan 0.

o Sistem persamaan geodesik menjadi

J = (V) =0
2f
VN + TUIV/ = O
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mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Sistem persamaan geodesik menjadi

" — £ (V)2 =0
of!
VN + TU,V/ = O
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mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Sistem persamaan geodesik menjadi
" NV
u’ —ff (v ) =0

2f!
V// |- TU/V/ =0

o Dari persamaan kedua, dapat ditulis

V() (8)
VA PTO
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mJ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Sistem persamaan geodesik menjadi
" NV
u’ —ff (v ) =0

2f!
V// |- TU/V/ =0

o Dari persamaan kedua, dapat ditulis

V() () _
P ey 0

@ Dengan demikian

In (v'(t)) = —2Inf (u(t)) + const

31/36




Proof.
o Dengan demikian In (v/ (t)) = —2Inf (u(t)) + const. Jadi




Proof.
o Dengan demikian In (v/ (t)) = —2Inf (u(t)) + const. Jadi

@ Artinya sepanjang geodesik, nilai

V(1) F(u(t))? =V (t) G = const.




Proof.

o Artinya sepanjang geodesik, nilai

Vv (t) f (u(£))? =V (t) G = const.

o Perhatikan bahwa ini adalah hasil kali dalam
xy = (—=f (u)sinv, f (u) cos v, 0) dan geodesik
o (t) = ' (t) xy + v/ (t) xy. Perhatikan r = f (u) jarak ke
pusat dan v/ (t) = x, - xy. Jadi rcos¢ = const sudah dipenuhi

—
i 32/36
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éé@ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Sebaliknya jika

& ()] = (¢ (£)%+ 6 (V' (1))




Proof.

o (8)]> = (' ())>+ G (V/

o Turunkan ini

o (£) U (£)+ (F (u)* V() V' (£) + (v (£)* F () £/ () ' () = O

. 33/36
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: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o (0)]|* = (« <t>)2 +6 (v/

o Turunkan ini
u' (2) " (£) + (F ()2 V' (£) V" (£)+ (V' (£)) F () ' () ' (£) = O

o Substitusikan pers. geodesik yang kedua v/ + 2f u'v =0 ke
dalam pers ini, hasilnya

o (2) (" (8) = £ (u () ' (w (D)) (£)°) =0
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éé@ Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Turunkan ini

o () (8) + (F () V() V' (8) + (V/(£)° £ (u) £ (u) o/ () = O
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Proof.

o Turunkan ini

o () (8) + (F () V() V' (£) + (V' (£))° £ (u) £ (u) o/ () = O

//+2f

o Substitusikan pers. geodesik yang kedua v u'v =0 ke

dalam pers ini, hasilnya

o (2) (" (8) = £ (u () £ (u (D) (£)°) =0




@é Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Turunkan ini

o () (8) + (F () V() V' (£) + (V' (£))° £ (u) £ (u) o/ () = O

o Substitusikan pers. geodesik yang kedua v/ + ZTFU,V/ =0 ke
dalam pers ini, hasilnya

o (2) (0 (8) = £ (u () £ (u (D) (£)°) =0

o Jika o/ (t) #0, maka u” (t) — f (u(£)) £ (u () V' (£)> =0

l 34 /36
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Geodesik: Contoh: Persamaan Clairaut

Proof.

o Turunkan ini

o () (8) + (F () V() V' (£) + (V' (£))° £ (u) £ (u) o/ () = O

o Substitusikan pers. geodesik yang kedua v/ + ZTFU,V/ =0 ke
dalam pers ini, hasilnya

o (2) (0 (8) = £ (u () £ (u (D) (£)°) =0

o Jika u' (t) #0, maka u” (t) — f (u(£)) f' (u(t)) v/ (1) =0

o Dengan demikian, jika ada lengkungan dengan ||a’ (t)|| konstan,
dan persamaan Clairaut dipenuhi, maka (pers kedua dari pers

geodesik dipenuhi) dan maka pers pertama geodesik juga
S

34 /36




merupakan geodesik yang melalui titik P.

Permukaan
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merupakan geodesik yang melalui titik P.

o Kemudian gambarkan lengkungan Cy melalui P dan orthogonal
terhadap 7

Permukaan
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merupakan geodesik yang melalui titik P.

o Kemudian gambarkan lengkungan Cy melalui P dan orthogonal
terhadap y

@ Selanjutnya pilih parameter x (u, v) dengan x (0,0) = P dan

lengkungan u tegak lurus terhadap Cy dan lengkungan v tegak

lurus terhadap lengkungan u (maka F = 0)

7 y-curves

#

—_———

Permukaan
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\ \u -curyes )
%

o Sekarang, misalkan « (t) = x (u (t), v (t)) adalah lengkungan dari
x(0,0) = P dan Q = x (up,0) maka

Permukaan

36 /



\u -curyes )

o Sekarang, misalkan a (t) = x (u(t), v (t)) adalah lengkungan dari
x(0,0) = P dan Q = x (up,0) maka

b
panjang ( / \/Eu 24 G6v )2dt > / \/E}u’ (t)| dt
a
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\u -curyes )

o Sekarang, misalkan a (t) = x (u(t), v (t)) adalah lengkungan dari
x(0,0) = P dan Q = x (up,0) maka

panjang (&) / \/Eu ()2 + GV ( )2dt2/ab\/Elu'(t)|dt

@ yang terakhir merupakan panjang lengkungan geodesik.
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\u -cur‘%es )

o Sekarang, misalkan a (t) = x (u(t), v (t)) adalah lengkungan dari
x(0,0) = P dan Q = x (up,0) maka

panjang (&) / \/Eu ()2 + GV ( )2dt2/ab\/E|u'(t)|dt

o yang terakhir merupakan panjang lengkungan geodesik.
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